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1. Diese Aufgabe behandelt verschiedene Themenbereiche aus dem gesamten bisherigen Vorlesungs-
material. Bei den folgenden 10 Fragen ist jeweils genau eine Antwort richtig.

a) Es sei die diskrete Zufallsvariable X gegeben durch P(X = 2) =, P(X =1) = 3, P(X =

%) — % Wie gross ist Fix(5/4)?

W N =
— Wi N =

b) Welche Aussage ist korrekt?
1. Cov(X 4+ Y, X) = Var(X).
2. Cov(X +Y,X) = Var(X) + Cov(X,Y).
3. Cov(X +Y, X) = Var(X) +2Cov(X,Y) + Var(Y).
c) Betrachte eine Reihe von unabhéingigen Wiederholungen eines Experiments mit Erfolgswahr-

scheinlichkeit p. Welche ist die korrekte Verteilung fiir die Anzahl Wiederholungen, bis der
erste Erfolg eintritt?
n

1. p(x) = < . )px(l —p)" e {l,2,...}.
2. p(x)=(1—pp~ ' ze{l,2,.. .}
3. p(z) =p(l—p)* " ze{l,2,.. .}
d) Es seien A und B Ereignisse mit P(A) > 0, P(B) > 0. Wir nehmen an, dass P(A|B) > P(A).
Dann gilt:
1. P(B|A) > P(B).
2. P(A|B) = P(B|A).
3. P(A) = P(B).
e) Es sei die Zufallsvariable X gegeben mit der Dichte
Jet+tr —c<2 <0
f(x)—{ c—zr 0<zx<c
Bestimme die Konstante c.

1. ¢c=2.
2. ¢c=1.

1
3. c=3.



f) Gegeben sind i.i.d. N'(y, 0?)-verteilte Zufallsvariablen X;, i = 1,2, ..., n. Definiere i = + > | X,
Wie gross ist der Erwartungswert von

1 n
= (X — p)*?
n;( 1)

g) Wenn das Signifikanzniveau « eines Tests kleiner wird, dann

1. wird der Verwerfungsbereich fiir die Nullhypothese H, grosser.
2. wird das Vertrauensintervall grosser.
3. wird der P-Wert grosser.

h) Gegeben sind n Beobachtungen zi,...,z, von Zufallsvariablen Xj, ..., X,,. Wir nechmen an
dass die X; unabhéngig und normalverteilt sind mit unbekanntem Erwartungswert p und
unbekannter Varianz 2. Welcher Test ist geeignet um die Nullhypothese Hy : 1 = 5 gegen die
Alternative Hy : p # 5 zu testen?

1. t-Test.
2. z-Test.

3. Binomialtest.

Es wird ein Test mit Nullhypothese Hy : = 0 und der Alternative H, : u # 0 auf dem Signifi-
kanzniveau « gefiihrt. Betrachte die Funktion g(u) = P(Hp ablehnen|u). Die Funktion g gibt die
Wahrscheinlichkeit an, Hy zu verwerfen, fiir verschiedene Werte des unbekannten wahren Parame-
ters p.

i) Wenn g = 0 ist, dann gilt

L. g(p) > a.
2. g(p) <1—a.

3. g(p) <o
j) Wenn p # 0, dann ist welche Aussage falsch?

1. 1 —g(p) ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art.
2. 1 —g(p) ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art.
3. g(p) ist die Macht eines Tests.

Losung:

a)2b)2c)3d)1e)2f)3g)2h)1i)3j)1

2. Bei den folgenden 10 Fragen ist jeweils genau eine Antwort richtig.



a) Sei die Funktion f explizit gegeben durch

Fiir welchen Wert ¢ stellt f eine Dichtefunktion dar?

2.
3.

= o= N

b) Die diskreten Zufallsvariablen X und Y sind durch folgende gemeinsamen Verteilungen gege-
ben

; P(X=1Y=1) = P(X=1Y =4) =

Y

., P(X=3Y=1) ==, PX=3Y=4)=

B~ = 00| —

Wie gross sind die Erwartungswerte E(X) und E(Y')?

1. E(X)=3 und E(Y) = 2.
2. E(X)=1und E(Y) = 2.
3. E(X)=2und E(Y) = &

c) Ist X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n und p, dann konvergiert die
Verteilungsfunktion F,,(z) der standardisierten Zufallsvariablen
X —np
np(1 —p)
fiir n — oo gegen die Verteilungsfunktion der
1. Exponentialverteilung.

2. Standardnormalverteilung.
3. Poissonverteilung.

d) Seien X und Y Zufallsvariablen mit Korrelation Corr(X,Y) = —1, Varianz Var(X) =1 und
Standardabweichung /Var(Y) = 2. Wie gross ist dann Var(X +Y)?

1. 1.
2. 3.
3. 5.

e) Seien Xi,---, X, unabhingig und normalverteilt mit Erwartungswert p und Varianz o? und
sei X = 23" | X;. Dann ist fiir 0® der Schétzer

1. erwartungstreu.

2. nicht erwartungstreu.



3. Es kann keine Aussage gemacht werden.

f) Beim Testen einer Nullhypothese Hy : 1 = po wird bei gegebener Standardabweichung o bei
zweiseitiger Alternative H, : i # o die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls
1| X, —po|< \/iﬁ@_l(l - %)
2. X, — po > \/iﬁq)‘l(l - 9),
3. | Xn — o |> \%@‘1(1 - %)
wobei ®(-) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

g) Welche Aussage gilt fiir einen Test zum Niveau o7

1. Je grosser das Niveau «, desto eher behalten wir die Nullhypothese.
2. Je kleiner das Niveau «, desto grosser die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art.
3. «a ist die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art.

h) Seien Xi,---, X, unabhingig und identisch verteilt mit der Dichtefunktion

W=Dz, z>1
Folw) = { 0, sonst,

wobei J € (0,00) ein unbekannter Parameter ist. Der Maximum Likelihoodschétzer fiir o
lautet

L s e

2. 14 —Zﬁzlﬁg(&-)‘
3. gt — i log(Xy).
i) Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

1. Fehler 2. Art tritt auf, wenn die Nullhypothese H, akzeptiert wird, obwohl die Alternativ-
hypothese H 4 gilt.

2. Fehler 2. Art titt auf, wenn die Nullhypothese H, abgelehnt wird, obwohl sie wahr ist.
3. Weder 1. noch 2. gilt.

j) Welche der nachfolgenden Interpretationen fiir den p-Wert eines Tests stimmt?

1. Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese H, stimmt.
2. Der p-Wert ist eine Obergrenze fiir die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art.
3. Weder 1. noch 2. sind richtig.

Losung:

a) 2. b) 3. (Erklarung: px =1-3+3-2 =2und py = -2~
£) 3.g) 2. h) 2.1) L. j) 3.

}l+1.§+4.%:%)c)2.d) 1.6) 1.

3. Der Fernsehsender SkiTV méochte ein Skirennen mit 81 Skifahrern live iibertragen. Der ¢-te Skifahrer
(¢ =1,...,81) erreicht nach einer Zeit 7; (in Minuten) das Ziel. Sobald ein Skifahrer im Ziel ist,



kann der néchste ohne Zeitverzégerung direkt starten.
Die Zufallsvariablen T; seien iid mit Dichte fr, wobei

e Me=D >

Jr(x) = { 0, sonst,
und A = 3.

a) Bestimme den Erwartungswert E[T;] und die Varianz Var(T;).
Tipp: Falls S ~ Exp()), so ist F[S] = 1/\ und Var(S) = 1/)2.

b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Skifahrer mehr als 70 Sekunden die Piste besetzt?

c) Aufgrund langjihriger Erfahrung hat der TV-Sender genauere Informationen, ndmlich dass die
erwartete Dauer bis ein Skifahrer im Ziel ist u = 13/9 betrégt, mit einer Varianz von ¢% = 1/9.
Da der TV-Sender das ganze Rennen live {ibertragen will, fragt er sich wie lange das Rennen
dauern wird. Man mochte das Rennen mit einer Wahrscheinlichkeit von 97.7% vollsténdig
iibertragen konnen. Wie viele Stunden/Minuten muss der Sender in seinem Sendeplan fiir das
Skirennen reservieren? Benutze den zentralen Grenzwertsatz um dieses Problem zu l6sen.

Loésung:

Beachte, dass T; — 1 ~ Exp(3).

a) F[T;)=1+1/A=4/3 und
Var(T;) = 1/7\* = 1/9.
b) P(T >7/6)=P(T —1>1/6) =e N0 =e71/2=60.7%.
c) Aus S = > T, folgt E[S] = 81-13/9 = 117 und var(S) = 81 -1/9 = 9. Somit gilt mit dem

7GS
S-17_,

3 )
und damit S = 123 Minuten oder 2 Stunden und 3 Minuten.

4. Die Firma Pharma AG vertreibt Schmerzmittel in Pulverform und Tablettenform. Bei der Einnah-
me des Pulvers klagen 40% der Patienten iiber Nebenwirkungen. Sie mochten nun testen: Wenn
Tabletten statt Pulver eingenommen werden, dndert sich dann der Anteil der Patienten mit Ne-
benwirkungen signifikant?

Dazu werden zufillig 50 Patienten ausgewéhlt und es sei X die Anzahl Patienten unter diesen 50,
welche bei der Einnahme von Tabletten keine Nebenwirkungen haben. Wir nehmen an, dass X ~
Bin(50, p), wobei p die Erfolgswahrscheinlichkeit im Einzelfall ist (” Erfolg” = keine Nebenwirkun-

gen).
a) Obige Studie ergab das Folgende: Unter den 50 Patienten befanden sich 35, bei welchen durch

die Tabletten keine Nebenwirkungen hervorgerufen wurden. Ist dies signifikant oder eher Zu-
fall? Fiihren Sie dazu einen statistischen Test durch und gehen Sie dabei wie folgt vor:

i) Formulieren Sie ein geeignetes Modell.

ii) Formulieren Sie eine geeignete Null- und Alternativhypothese. Ist der Test ein- oder zwei-
seitig durchzufithren? Begriinden Sie kurz!



iii) Formulieren Sie die Teststatistik und berechnen Sie den Verwerfungsbereich des Tests fiir
ein Signifikanzniveau von 5%.

iv) Wie enscheidet der Test?

b) Angenommen, der wahre Anteil der unter Nebenwirkungen leidenden Patienten bei der Ein-
nahme der Tabletten sei 20%. Wie gross ist in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
2. Art?

Losung:

a) Mittels eines Binomial-Tests mochten wir testen ob sich die Anteile der unter Nebenbeschwer-
den leidenden Patienten bei der Einnahme von Tabletten und Pulver signifikant unterscheiden.
Wir gehen dabei nun wir folgt vor:

e Laut Aufgabenstellung ist die Anzahl Patienten, welche frei von Nebenwirkungen sind, ge-
geben durch X ~ Bin(50, p). Dabei bezeichnet der Erfolgsparameter p die Wahrscheinlich-
keit, dass eine zufillig ausgewéhlte Person keine Nebenbeschwerden hat bei der Einnahme
des neuen Medikaments.

e Hj: Die Tabletten bringen keine signifikante Verdnderung bzgl. Nebenwirkungen mit sich,
d.h. es sind gleichviele Patienten welche frei sind von Nebenbeschwerden wie bei der Ein-
nahme des Pulvers, also X ~ Bin(50,p) mit p = 0.6.

H 4: Das neue Medikament bringt eine signifikante Verdnderung bzgl. Nebenwirkungen mit
sich, d.h. es hat signifikant mehr oder signifikant weniger Patienten welche frei sind von
Nebenbeschwerden, also X ~ Bin(50, p) mit p # 0.6.

Der Test ist zweiseitig durchzufithren. Wir méchten herausfinden ob eine signifikante Verdnde-
rung vorliegt. Es ist nicht wichtig ob es signifikant mehr oder signifikant weniger Patienten
sind.

e Unter Hy ist X ~ Bin(n = 50,p = 0.6). Da wir zweiseitig testen, verwerfen wir Hy, falls
extrem viel mehr oder extrem viel weniger Patienten under Beschwerden leiden, d.h. der
Verwerfungsbereich hat die Form V' = V; U V,, wobei V} = {k € Ny : & < kl} und
Vo = {k € Ng : k > k2} fiir noch zu bestimmende k;, ky € Ny.

Fiir einen Test auf dem Niveau a = 5% soll also gelten P, (X € V) < 0.05. Da zweisei-
tig gestestet wird, haben wir Py, (X € V) = Py,({X € V1} U{X € V,}) = Py, (X €
V1) + Pp, (X € V3) und somit muss gelten Py, (X € V;) < 0.05/2 = 0.025 fiir i = 1, 2.

Vi: Gesucht ist &y so, dass Py, (X € Vi) = Py, (X < k1) < 2.5%. Durch Ablesen aus der
Binomialtabelle erhalten wir Py (X < 23) = 0.0314 P,—o6(X < 22) = 0.0160 und
somit also k; = 22.

Vo Analog, suchen wir ks so, dass Py, (X € V3) = Py, (X > ko) < 2.5%. Mittels Tabelle
findet man Py (X > ks = 37) = 1 — Py (X < 36) = 1 — 0.9720 = 0.0280 und
Py (X > ky = 38) = 1 — Py, (X < 37) = 1 — 0.9867 = 0.0133 und somit k, = 38.

Der Verwerfungsbereich ist somit gegeben durch V' = {...20,21,22} U {38,39,40,...}.

e Testentscheidung: Von den ausgewéhlten 50 Patienten hatten bei der Einnahme des neuen
Medikaments 35 iiber Nebenwirkungen geklagt. Somit verwerfen wir Hy nicht, denn 35 ¢ V.

b) Gesucht ist der Fehler 2. Art des Binomial-Tests aus a) fiir die Alternativhypothese Hy : X ~
Bin(50,1 — 0.2 = 0.8). Der Fehler 2. Art ist die Wahrscheinlichkeit Hj nicht zu verwerfen
unter der Annahme dass H4 korrekt ist, d.h. P(Fehler 2. Art) = Py, (X ¢ V).



Laut Binomial-Tabelle (fiir p = 0.8) gilt mit dem korrekten Verwerfungsbereich aus a) V' =
{...,21,22} U {38, 39,40, ...} also

Py (X ¢V) = Py, (23< X <37) = Py, (X <37) — Py, (X <22) =0.186.

=0

~
=0.18

[

Alternativlosung: Es kann auch eine Normalapprorimation verwendet werden.
a) e X ~ N(u,0)mit u=np = 50p.
e Hy:pu=50-0.6=30und Hy : u # 30, zweiseitig mit gleicher Begriindung wie oben.
e Fiir einen Test auf dem Niveau av = 5% soll also gelten Pp, (X € V) < 0.05. Da zweiseitig

gestestet wird, muss gelten Pp, (X < k1) < 0.05/2 = 0.025 und Py, (X > ko) < 0.05/2 =
0.025 fiir noch zu findende Werte k; und ky. Mittels Normalapproximation erhalten wir:

X — ky — ky —
Pay(X < k) = Py (L < Z—Fy m o(=—F)

0 o
und somit gilt mit Hilfe der NV-Tabelle

ki —
o

< ®71(0.025) ~ —1.96 = k; < 30 — V121.96 ~ 23.21

Analog gilt fiir ks:

k’g—[,l,
o

> d71(0.975) ~ 1.96 = k; < 30 + V121.96 ~ 36.79

Damit ist der Verwerfungsbereich V' gegeben durch V={z e R:z <k}lu{zeR:z >
kol

Analog kénnen wir auch den Verwerfungsbereich fiir p anstatt X angeben: Verwerfungsbe-
reich = ausserhalb des Vertrauensintervalls:

VIi=Z 4+ (1- 2/t
[0.26,0.53], fallsHy : p = 0.4,

n 2°Vn
o Testentscheidung: 35 ¢ V (resp. 0.7 ¢ [—00,0.57] U [0.82,00] oder 0.4 ¢ [—00,0.26] U
[0.53, oo]. Die Nullhypothese wird also nicht verworfen.

b) Fehler 2.Art: Hy : X ~ N(u,0) mit ps =np =50 - 0.8 = 40 Damit gilt

n

x (1 x) 1 {[0.57,0.82],fa11sH0 L p = 0.6,
n

P(Fehler 2. Art) = Py, (

2
By
3
= 9
|
iy
=
=

367940, 5 232140
V3 V3

~ 1—®(1.135) — (1 — (5.936))

1—0.8719 ~ 0.1281.
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